LES APPLICATIONS CONFORME HARMONIQUES 

CN ' VINCENT BERARD 

o 

^^H ' Resume. Sur une surface de Riemann, I'energie d'une application a valeurs 

}mm( , dans une variete riemannienne est une fonctionnelle invariante conforme, ses 

C^ . points critiques sont les applications harmoniques. Nous proposons ici un ana- 

logue en dimension superieure, en construisant une fonctionnelle invariante 
conforme pour les applications entre deux varietes riemanniennes, dont la 

l/^ ^ variete de depart est de dimension n paire. Ses points critiques satisfont une 

^v^ , EDP elliptique d'ordre n non-lineaire qui est covariante conforme par rapport 

a la variete de depart, on les appelle les applications conforme-harmoniques. 
Dans le cas des fonctions, on retrouve I'operateur GJMS, dont le terme princi- 

^ J ^ pal est une puissance n/2 du laplacien. Quand n est impaire, les memes idees 

Q, permettent de montrer que le terme constant dans le developpement asymp- 

' totique de I'energie d'une application asymptotiquement harmonique sur une 

r^ ' variete AHE est independant du choix du representant de I'infini conforme. 

-)— » ' 



> 

(N 



in 



1. Introduction 



Soient {M,g) et (N, h) deux varietes riemanniennes de dimension n et m, dans 
toute la suite, on considerera que ces varietes sont compactes et de classe C°° . On 
\f^ \ appelle energie des applications de {M,g) dans {N,h), la fonctionnelle Eg definie 

__r ' de la maniere suivante : 

o 



(N' Eg{ip) = \ [ \T^\l^dvo{ 



9' 

M 

oil Tip designe I'application tangente de </3, qui est une section du fibre des 1- 

iv>( ' formes a valeurs dans les champs de vecteurs de TN tires-en-arriere par Lp, qu'on 

'j_j \ note Q}{M) ® (p*TN. Les applications harmoniques de {M,g) dans {N,h) sont 

C^ ' definies comme les points critiques de I'energie et un resultat classique les caracterise 

comme etant les solutions de I'equation S^Tip = 0, oii 6^ designe la divergence du 

fibre U^{M) ® (p*TN construit canoniquement avec les connexions de Levi-Civita 

de g et ft. (celle de h etant tiree-en-arriere par (/?). Dans le cas des applications 

d'une surface a valeurs dans une variete riemannienne quelconque, il est connu que 

I'energie ne depend que de la classe conforme de la metrique de depart (et bien sur 

de I'application et de la metrique d'arrivee), c'est-a-dire que pour deux metriques 

conformes g et g := e'^'^g sur une variete de dimension 2, on a : 

Eg{ip) = Eg{ip) et SSTip = e-^'^63Tip. 

II faut remarquer que le laplacien est en general un operateur non-lineaire, ainsi 
quand la variete M est une surface, etre harmonique signifie que I'application en 
question est solution d'une equation non-lineaire d'ordre 2 qui est covariante par 
changement conforme de metrique sur la surface. Par contre ce n'est plus le cas 
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2 VINCENT BERARD 

quand M est de dimension strictement superieure a 2, I'energie n'est plus un inva- 
riant conforme et on obtient alors [5, 1.159.i)] : 

S'^^Tip = e-2" (^S^Tip - (n - 2) {doj, Tip)g) . 

L'harmonicite n'est plus une propriete geometrique de la classe conforme de g, mais 
bien de la metrique g. 

On pent trouver dans la litterature (voir [7], [5D] et les references citees) une 
generalisation des applications harmoniques qui est non-conforme, ce sont les ap- 
plications biharmoniques, qui sont definies comme etant les points critiques de la 
bienergie : 

E^M--^l I \5'Tv\ldvol,. 

^ J M 

II s'agit d'une classe d'applications qui englobent les applications harmoniques et 
qui permet, comme par exemple dans }19j . de donner une nouvelle demonstration 
du theoreme d'Eells-Sampson sur I'existence d'applications harmoniques dans les 
classes d'homotopie. On salt que les applications harmoniques n'existent pas tou- 
jours (voir Particle \\Q^ d'Eells et Wood) et un des principaux objectifs de cette 
theorie est de vouloir prouver I'existence d'applications biharmoniques dans ces cas 
la. On pent citcr encore les travaux de Baird et de Kamissoko dans ^ , qui utilisent 
justement le fait que l'harmonicite ne soit pas une notion invariantc conforme en 
dimension superieure a 2, pour exhiber des applications biharmoniques qui ne sont 
pas harmoniques. Nous nous poserons le meme type de question et nous obtiendrons 
aussi un resultat d'existence pour notre nouvelle classe d'applications. 

Le but de cet article est de definir une nouvelle notion d'harmonicite pour les 
applications sur les varietes de dimension paire qui soit invariantc conforme, c'est- 
a-dire definir une fonctionnelle invariantc conforme qui va jouer le role de I'energie 
et determiner I'equation de ses points critiques qui va remplacer la condition non- 
lineaire d'annulation du laplacien. Si on se restreint aux fonctions sur les varietes 
de dimension paire, Graham, Jenne, Mason et Sparling, out demontre en 1987 dans 
|16j . I'existence d'un operateur differentiel covariant conforme de terme principal 
A"/^ sur les fonctions C°° de M. En dimension 4, il s'agit de I'operateur de Paneitz 
P4 : 

P4 := A^ + 5{\ Seal -2 Ric) d. 

o 

Nous proposons de generaliser I'equation du noyau de cet operateur sur des fonc- 
tions, en une equation aux derivees partielles elliptique non-lineaire d'ordre n sur 
les applications C°° de (Af , g) dans {N, h) qui soit covariante conforme par rapport 
a g. De plus, nous construisons une fonctionnelle invariantc conforme par rapport 
a 5, dont les points critiques sont exactement les solutions de cette EDP. Bien 
que la demonstration de I'existence de cette EDP suit les idees de Graham, Jenne, 
Mason et Sparling en resolvant un probleme de Cauchy, la fonctionnelle s'obtient 
en renormalisant I'energie de la solution de ce probleme a bord, en suivant I'idee 
de Graham dans |13| quand il definit son volume renormalise. Nous obtenons le 
theoreme suivant qui resume les theoremes 13.11 et 14.11 : 

Theoreme 1.1. Soit (M^^g) et {N,h) deux varietes riemanniennes, on suppose 
que n est pair, alors il existe une fonctionnelle sur les applications de classe C°° de 
{M,g) dans {N, h) qui est invariantc conforme par rapport a g. De plus, I'equation 
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de ses points critiques est une equation aux derivees partielles elliptique non- 
lineaire d'ordre n, qui est covariante conforme elle aussi par rapport a g. 

Nous definissons les applications confornie-harinoniques de la maniere suivante : 

Definition 1.2. On note £" la fonctionnelle du theoreme precedent et on appelle 
ses points critiques, les applications conforme-harmoniques, qu'on abrege en parlant 
d'applications C-harmoniques. 

On considere la variete {M",g) comme etant I'infini conforme d'une variete 
(X""'"^, (7+) particuliere. II s'agit d'une generalisation du niodele du disque de Poin- 
care, oil {M, g) joue le role de la sphere §" niunie de sa metrique canonique et 
{X, g+) le role de la boule unite de R"+^ niunie de la metrique hyperbolique, ce qui 
justifiera I'appellation metrique de Poincare de {M, g) quand on parlera de {X, g^). 
L'equation des points critiques est obtenue comme une obstruction a resoudre un 
probleme de Cauchy degenere sur {X,g^^). On se donne une application ip de M 
dans TV, il s'agit de determiner une application ip qui soit C°° de X dans N qui 
verifie les systeme suivant : 

(f — f sur M, 

S9+T(p = sur X. 

Sur les fonctions, Graham, Jenne, Mason et Sparling ont montre qu'il n'etait 
pas toujours possible de resoudre ce probleme localement ; quand la variete de 
depart est de dimension paire, il existe un terme logarithmique non-trivial dans le 
developpement formel de la solution pres du bord qui obstrue la regularite de la 
resolution. Ce terme est alors defini comme I'operateur GJMS d'ordre maximal en 
if qui ne depend que de la classe conforme de g et de la metrique h. On va suivre 
la meme idee pour les applications, en identifiant localement la variete d'arrivee 
avec son espace tangent, de maniere a calculer le developpement asymptotique de 
la composee de (p avec I'exponentielle. Quand M est de dimension paire, il y a un 
terme logarithmique qui apparait et qui ne depend que de I'application de depart et 
de la classe conforme de g (et de la metrique h) , notre EDP est simplement la condi- 
tion sur ip> que ce terme soit nul. Le developpement asymptotique est entierement 
determine jusque-la par ip et des termes de courbures de nos deux varietes (M, g) 
et [N, h), ce qui est equivalent a la donnee de la valeur sur le bord des n premieres 
derivees de la solution ip par rapport a la coordonnee radiale. Cela nous permet 
de calculer le developpement asymptotique de I'energie dans un ruban M x [p; e] 
quand p tend vers qui admet un terme constant qui ne depend que de ip et de 
la classe conforme de g (et de la metrique h) . On definit ce terme constant comme 
etant I'image de ip par notre fonctionnelle et on montre ensuite, par une integration 
par parties, que le gradient de cette fonctionnelle est bien le terme logarithmique 
precedent. 

Du theoreme precedent, on obtient directement le resultat suivant de rigidite 
pour les applications harmoniques sur les boules de dimension impaire, qui se 
generalise an cas des varietes asymptotiquement hyperboliques de dimension im- 
paire (voir corollaire l3.9p . 



Corollaire 1.3. On considere {B,ghyp) la boule unite ouverte de M."'^^ de dimen- 
sion impaire munie de la metrique hyperbolique, {S, [gcan]) son infini conforme et 
{N, h) une variete riemannienne, alors les applications qui sont de classe C" de B 
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dans N et harmonique de {B,ghyp) dans {N,h), verifient le fait que leurs restric- 
tions a S est C-harmonique de (S*, [(?can]) dans {N,h). 

En dimension 2, la fonctionnelle £^ est evidemment I'energie des applications de 
{M'^,g) dans {N,h) et les applications C-harmoniques sont exactement les appli- 
cations harmoniques. En dimension 4, le theoreme 15.11 nous donne une expression 
explicite de la fonctionnelle £g en terme de courbures de g et de I'equation de ses 
points critiques en termes de courbures de g et de h : 

Theoreme 1.4. Quand M est de dimension A, 

f4(y,)= [ {\6T^\l + \sc^\\T^\l^-2mc{T^,T^))dvol, 
Jm -J 

oil Seal et Ric designent respectivement la courbure scalaire et le tenseur de Ricci 

de g et dvol la forme volume de g. Notons S I'endomorphisme de ip*TN defini de 

la maniere suivante : 



sW = Ei^x,r^(e.)^^(^») 



OM (ei , . . . , 64) est une base orthonormee de TM par rapport a g et R ' est le tenseur 
de courbure de {N,h), alors I'equation de ses points critiques s'ecrit : 

SdSTif + S{{- Seal -2 Ric) Tip) - S{6Tip) = 0. 

Quand M est de dimension 6, la condition de C-harmonicite et la fonctionnelle £g 
sont explicitees dans le theoreme 15. 51 sous certaines conditions de courbures de nos 
deux varietes. Sans ces hypotheses, les calculs deviennent rapidement compliques 
et on est amene alors a faire des hypotheses sur I'application, comme par exemple 
regarder simplement I'identite (voir theoreme l5.6|) . 

Si la variete de depart est une variete d'Einstein de dimension paire quelconque, 
I'expression de sa metrique de Poincare est simple, la proposition 13 . 71 montre alors 
que les applications harmoniques sont C-harmoniques et la proposition 14.61 calcule 
explicitement leurs images par notre fonctionnelle. Cependant, la condition de C- 
harmonicite reste encore compliquee a obtenir. Quand M est dimension 4, il existe 
certaines conditions de courbures sur nos deux varietes, pour lesquelles les applica- 
tions C-harmoniques sont alors exactement les applications harmoniques (voir la 
proposition l5.3|) . qui sont alors exactement les applications totalement geodesiques, 
d'apres une proposition due a Eells et Sampson dans [9^. L'identite est toujours une 
application harmonique de {M,g) dans {M,g), ainsi elle est C-harmonique quand 
M est de dimension 2. Cela n'est plus le cas en dimension superieure, en dimension 
4, I'identite est C-harmonique si et seulement si g est a courbure constante (voir 
coroUaire 15.41) . Ce resultat nous sert de point de depart a la construction d'une 
application C-harmonique de (M, [g]) dans {N,h), qui ne soit pas trivialement 
harmonique, c'est-a-dire qui ne soit pas harmonique de {M,g) dans {N,h), pour 
n'importe quelle metrique g dans la classe conforme de g. On se donne une variete 
M^ munie d'une metrique h a courbure scalaire constante negative proche d'une 
metrique d'Einstein et on regarde les applications de M dans M. On va montrer que 
fixer la metrique h dans la variete d'arrivee et deformer judicieusement la metrique 
de la variete de depart, permet de construire une application proche de I'identite 
qui conserve la C-harmonicite, mais qui n'est plus harmonique, pour n'importe quel 
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changement conforme de metrique par rapport a la variete de depart. On obticnt 
le theoreme suivant (on pourra consulter le theoreme 16 . 1 1 pour avoir un enonce plus 
precis) : 

Theoreme 1.5. Soit {M,ge) une variete d'Einstein de dimension 4 a courbure 
scalaire negative, alors pour toute metrique h suffisamment proche de ge H existe 
une application ip de M dans M et deux metriques g et h proches de g,, telles que : 

(1) Lp est C-harmonique de {M, [g\) dans {M,h), 

(2) Lp est non-harmonique de {M,g) dans (M^h), Vg G [g]. 

Quand n est impair, on a toujours une notion de metrique de Poincare de (M, [g]) 
et les premiers termes du developpement formel de la solution de notre probleme 
de Cauchy sont encore entierement determines pas nos conditions initiales, mais on 
a plus d'obstruction sous la forme d'un terme logarithmique et done a priori plus 
de terme covariant conforme pour construire notre fonctionnelle. De plus, le terme 
constant dans le developpement asymptotique de I'energie d'une solution de notre 
probleme a bord depend alors de la connaissance de toute la solution et plus seule- 
ment de sa valeur au bord comme dans le cas pair, ce qui nous oblige a travailler 
avec des applications definies sur des varietes asymptotiquement hyperbolique de 
bord a I'infini (M, [g]). On obtient alors comme resultat que le terme constant dans 
le developpement asymptotique de I'energie d'une application asymptotiquement 
harmonique d'une variete asymptotiquement hyperbolique d'Einstein (X, g_|_) dans 
une variete riemannienne est independant du choix de la metrique dans I'infini 
conforme de (X, g+). En outre, la variation infinitesimale de cette energie renor- 
malisee ne depend que du premier terme du developpement asymptotique de la 
solution qui depend aussi de I'interieur de la variete X (voir le theoreme 14.41 pour 
plus de details). 

Afin de completer ces resultats d'existence, citons le theoreme obtenu recemment 
par Biquard et Madani dans [6]. II s'agit d'un analogue conforme en dimension 
4, d'un celebre theoreme d'Eells et Sampson (voir [9]). Sous certaines hypotheses 
de courbures de {M'^,g) et {N,h), ils prouvent I'existence d'une application C- 
harmonique dans chaque classe d'homotopie de C°°{M,N). 

Get article apporte les preuves et complete les resultats annonces dans la note 
parue aux Comptes Rendus Mathematiques de 1' Academic des Sciences [4]. 

2. La METRIQUE DE POINCARE 

Soit (X"'+^,5'+) une variete non-compacte, on note M le bord de son adherence 
et on appelle fonction geodesique definissant le bord de X, toute fonction r de X 
verifiant r = sur M, r > sur X et dr ^ sur M. Notre metrique g+ est dite 
asymptotiquement hyperbolique (AH), s'il existe une fonction geodesique r telle 
que la metrique r'^g^ se prolonge en une metrique non-degeneree sur X et si ses 
courbures sectionnelles tendent vers —la I'infini. II est facile de voir que cette 
derniere hypothese est equivalente a |dr|r2g, = 1 sur M, qui est une condition qui 
depend seulement de g et pas du choix de la fonction geodesique r. La donnee d'une 
telle metrique determine une classe conforme de metrique sur le bord appele infini 
conforme. Avec nos notations, I'infini conforme de (X, 5+) est la classe conforme de 
la metrique r^g+ restreinte a TM . Un theoreme de Graham f}13)) permet d'associer 
a chaque metrique g dans I'infini conforme d'une variete AH {X,g+), une unique 
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(dans un voisinage de M) fonction geodesique r verifiant : 

(2-1) 9+ = —^. 

oil Qr est une famille a 1-parametre de metriques sur dX verifiant go = g. Ce 
resultat est le premier pas vers une generalisation du modele du disque de Poincare, 
en vue de determiner une correlation entre la geometrie de I'interieur d'une variete 
et la geometrie conforme de son bord. Cependant, les equations sont trop souples 
et on rigidifie la situation en prenant une metrique AH qui soit d'Einstein (AHE). 
FefFerman et Graham ont obtenu le theoreme suivant : 

Theoreme 2.1 (Fefferman-Graham XL]). On se donne {X,g+) une variete AHE 
de dimension n + 1 de bord a Vinfini M , g un representant de son infini conforme 
et on ecrit g+ sous la forme i2.1]) . Alors gr admet le developpement asymptotique 
en r = suivant si n est pair : 

(2.2) gr^g + 5(2)7-2 ^ . . . ^ .g(„-2)r"-2 + /ir" logr + .g(„)r" + 0(r^+^), 
et le developpement suivant si n est impair : 

(2.3) gr = g + g^^V^ + ■■■+ .g("-i)r"-i + g^^^^r^ + 0{r-+'). 

Ces developpements sont composes de termes en puissance paires de r jusqu 'a I 'ordre 
n et un terme logarithmique h dans le cas pair qui sont uniquement determines par 
des termes de courbures de g, ainsi que la trace de g(„) par rapport a g (elle est 
meme nulle si n est impair). De plus h ne depend que de la classe conforme de g. 

Remarque 2.2. Le terme h dans le developpement asymptotique de gr est, a un 
coefficient multiplicatif pres, le tenseur d'obstruction de Graham et Hirachi [T5] . 

L'exemple de base est bien entendu le modele du disque de Poincare, la sphere 
S" est vue comme I'infini conforme de I'espace hyperbolique H"^^, avec 5,- = j{l — 
f'^^gs, oil r = jTT§i et gs est la metrique canonique de S". Pour les varietes AHE qui 
possede une metrique g dans son infini conforme qui verifie la condition d'Einstein 
Ric^ = 4A(n — l)g, alors on obtient : 

(2.4) gr^{l~Xr^)^g. 

On appelle {X,g+) une variete de Poincare-Einstein de {M,[g]), une variete AH 
d'infini conforme (M, [g]), qui verifie que g+ s'ecrive sous la forme (|2.1|) 011 gr admet 
le meme developpement formel que dans le theoreme 12.11 Ainsi une metrique de 
Poincare-Einstcin verifie une condition d'Einstein asymptotique : 

Ric^+ + ri,g+ = 0{r"~^ logr), si n est pair, 

Ric^+ + ng_|. = 0(7""), si n est impair. 

Remarque 2.3. Le fait de determiner la metrique de Poincare-Einstein de (M, [g]) 
est equivalent a un autre probleme a bord ; celui de determiner la metrique ambiante 
de (A/, [g]). On poiirra consulter a ce sujet [T7] et |11) . 

Donnons quelques exemples de metrique de Poincare en basse dimension, pour 
cela definissons quelques tenseurs classiques de geometrie riemannienne. Soit (M, g) 
une variete riemannienne de dimension n, on appelle tenseur de Schouten de g, le 
tenseur F„ suivant : 

(2-5) F:=— !— Ric-- ^ -g, 

^ ' 71-2 2(n- l)(n-2)^' 
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Oil Ric et Seal se rapportent a g. On note W le tenseur de Weyl de g et (ei, . . . , e„) 
una base orthonormee de TM par rapport a 5, on dcfinit B le tenseur de Bach de 
g de la maniere suivante : 

n 

B{X, Y) := 5](Ve, Vefc P){X, Y) - {Ve.Vy P){X, e^) - P{W^^^ x ^' ^k), 

k=l 

ou X et y sont deux champs de vecteurs de TAI. Quand n = 2, la metrique gr 
admet le developpement asymptotique suivant : 

(2.6) gr ^ g + gi2)r^ + 0{r^) avec tr.g(2) = -2Scal^ 
oil tr designe la trace par rapport a g. Pour n = 4, on obtient : 

(2.7) g^^g- Pr^ - - S r'' log r + . 9(4) r'* + 0(r^) avec tr5(4) ^ -{tiPoP), 

on retrouve le fait que le tenseur de Bach est covariant conforme en dimension 4. 
Si n = 6, alors la metrique g^ s'ecrit dans un voisinage du bord : 

(2.8) gr ^ g - Pr^ + {] Po P -I B) r^ + hr'^logr + 5(6) r"^ + 0(r-^)- 

4 o 

Pour plus de details sur la metrique de Poincare et les applications qui en decoulent, 
on pourra consulter I'excellent livre [8|. 

3. Les APPLICATIONS CONFORME-HARMONIQUES 

On munit notre variete compacte M" d'une structure conforme [g] et on note 
5+ = r^'^{dr'^ + gr) sa metrique de Poincare definie sur X = Mx]0, e[. II convient 
de remarquer que g+ explose pour r — 0, cependant on pent quand meme definir le 
laplacien pour les applications de {X, g-f.) sur (TV, h). On se donne f une application 
C°° de M dans N, notre probleme a bord est de determiner ip une application C°° 
de X dans N qui soit solution du systeme suivant : 

S9+T!f = 0. 

Notons pm la projection de AI x [0, 1] sur M, grace a I'exponentielle, on va identifier 
localement notre variete d'arrivee N, avec le fibre {ipopj^,i)*TN, de maniere a faire 
un developpement asymptotique sur ce fibre. Quand la dimension de M est paire, 
on obtient le theoreme suivant : 

Theoreme 3.1. Supposons que n soit un entier pair, on se donne (M", g) et (N, h) 
deux varietes riemanniennes et on note {X,g^) la metrique de Poincare de {M,g). 
On ecrit 5+ sous la forme i2.1\) et on se donne if une application C°° de {M, g) 
dans {N,h), alors il existe une unique section U de [ip o pj^.[)*TN modulo 0(r^) 
definie dans un voisinage de M dans X, telle que V application (p :— (exp ^ ^^) o [/ 
soit solution du systeme suivant : 

S9+Tp =0(r"+Mogr). 
Plus precisement, U admet le developpement asymptotique en r — suivant : 

(3.1) C/ = C/2 r^ + . . . + Un-2 r"'^ + H^ r" logr + C/„ r" + . . . , 

oil les premiers points designent des termes en puissances de r paires qui sont 
entierement determines par ip et des termes de courbures de g et de h. Le terme 
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H^ ne depend que de Lp et de [g\ et Vequation H^{ip) ~ est une equation aux 
derivees partielles elliptique non~lineaire d'ordre n sur des applications de (M"',g) 
dans {N, h), qui est covariante conforme par rapport a g. 
En outre, notre terme H^{ip) est de la forme suivante : 

H^{(p) = a„ (J^d)"'"^ S^T(p+ des derivees de (p d'ordre inferieurs, 

oil a„ := 2"-t(n/2)!(»/2~i)! ^^ verifie H3{ip) = e^'^'^H3{tp) pourg = e^'^g. 

Nous avons le theoreme suivant quand la dimension de Af est impaire : 

Theoreme 3.2. Supposons que n soit impair, on se donne {M",g) et {N,h) deux 
varietes riemanniennes et on note {X,g+) la metrique de Poincare de {M,g). On 
ecrit g-\- sous la forme i2.1\) et on se donne ip une application C°° de {M, g) dans 
{N,h), alors il existe une unique section U de (ip o pj^,j)*TN modulo 0{r"') definie 
dans un voisinage de M dans X, telle que Vapplication (p :— (exp j, ^^) o U soit 
solution du systeme suivant : 

59+T(p> =0(r"+i). 
Plus precisement, U admet le developpement asymptotique en r — suivant : 

(3.2) C/ = f/2 r^ + . . . + f/„ r" + Un+i r"+i + . . . , 

ou les premiers points designent des termes en puissances de r paires qui sont 
entierement determines par Lp et des termes de courbures de g et de h. Le terme 
Un est indetermine. 

Nous pouvons a present definir les applications conforme-liarnioniques en di- 
mension paire. 

Definition 3.3. Nous appelons applications conforme-harmoniques de (Af", [g]) 
dans (N, h), les solutions de I'equation aux derivees partielles covariante conforme 
du theoreme 13.11 On parlera alors d'applications C-harmoniques, afin d'alleger le 
texte. 

Remarque 3.4. Nous aurions pu nous contenter de determiner la valeur sur le 
bord des (n — 1) premieres derivees par rapport a r de notre solution ^p et de notre 
terme H quand n est pair. II est facile de voir que c'est equivalent a la donnee du 
developpement asymptotique de U , mais il nous semble plus naturel de proceder 
comme nous avons fait, en particulier pour faire le lien avec le theoreme de Graham- 
Zworski sur les fonctions (voir ci-dessous). 

Un exemple simple d'applications C-harmoniques est de regarder quand notre 
variete d'arrivee N est egale a R™, cela revient a travailler avec les fonctions C°° 
de {X,g^). On retrouve quand n est pair, la construction de Graham et Zworski 
f[18j) des operateurs GJMS de Graham, Jenne, Mason et Sparling ([16]) en cal- 
culant directement le developpement asymptotique de (p. C'est pourquoi dans le 
cas general, comme on ne pent pas faire de developpement asymptotique sur ip, 
on identifie notre variete N d'arrivee avec le fibre ip*TN, pour pouvoir calculer le 
developpement asymptotique de U. Sur les fonctions, notre theoreme 13.11 devient : 

Theoreme 3.5 (Graham-Zworski). Soit f une fonction C°° de M, alors il existe 
une unique fonction f mod 0{r") de X verifiant le systeme suivant : 
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f\r=0 — f 

AgJ =0(r"+Mogr). 

De plus, le developpement asymptotique de f est pair jusqu 'au terme n — 1 et il 
contient un terme en r" log r qui ne depend que de f et de [g] . Ce terme loga- 
rithmique definit un operateur differentiel covariant conforme sur les fonctions de 
{M,g) qui a pour terme principal Ag . // s'agit de I'operateur GJMS de rang 
maximal. 

Du theoreme precedent et d'une formule due a Graham dans ^11 qui a ete 
retrouve par Gover (voir theoreme 1.2 dans [12]), on obtient le coroUaire suivant : 

Corollaire 3.6. Soient (M^^g) une variete d'Einstein de dimension paire et f une 
fonction de M , alors f est C-harmonique sur [M, [g\) si et seulement si : 

3.1. Demonstration du theoreme [3.11 

3.1.1. Quand M est de dimension paire. Soit (p une application de {X,g^) dans 
{N, h), on note Lp sa restriction sur Af , on va montrer que si S^+Tip ~ 0{r"^^ logr), 
alors I'application U := (exp ^ ^^)~^ o ip admet le developpement asymptotique 
annonce. 

Par changement conforme dc mctrique, on obtient pour le laplacien de ip : 

(3.3) 6s+Tp = r^{6s^Tp - -^ drV> - ^g^^dr^) + K" - 1) dr^, 

et on obtient directement que S^+Tp = 0{r) par rapport a la metrique g. Pour 
simplifier les notations, on pose (/j^*^^ comme etant egale a la valeur au bord de la 
fc-ieme derivee de p par rapport a r, c'est-a-dire 



^(^) 



r=0 



On a facilement les equivalences suivantes 

6<^+Tp = 0{r^) ^=^ [^^~Sa+Tp]r=o = ^^ p^^^ = 0. 

Comme la derivation V^ ~ sur ip*TN restreinte au bord ne depend que de la 

metrique h, de I'application (^ et de p^^' qui est nul, on pent determiner p^''' en 
fonction des conditions initiales, c'est-a-dire notre application p et des termes 
de courbures de {M,g) et de {N,h). On procede par recurrence sur k tant que 
k est strictement plus petit que n. Supposons que p'-''^^^ soit determine par les 
conditions initiales, on determine p'^'^'^ en resolvant I'equation S^+Tp = 0(r''+^) 
qui est equivalente a [(V^ ~)'^^^^Tp\^^^ — 0, c'est-a-dire : 

(3.4) (fc - n) ^C^) = (fc - 1) [i^l^f-'iS'^Tp - -^ drp) 

Comme on connait les derivees d'ordre inferieur de p par hypothese de recurrence 
et le developpement asymptotique de gr pour r = jusqu'au terme en r" logr, alors 
le terme de droite de p.4p est entierement explicite par les conditions initiales, tant 
que k est strictement inferieur a n. 
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Par exemple si k = 2 et n ^ 2, on obtient : 

(3.5) ^i^)^J_ssTip, 

2 — n 

car la derivee de gr par rapport a r s'annule pour r = (voir theoreine l2.1[) . Si k 
est impair, on montre facilement par recurrence, en utilisant le fait que gr admet 
un developpement asymptotique pair en r = jusqu'au termc n — 1, que le terme 
de droite de (j3.4p est nul, ainsi pour tout entier impair s compris entre 1 et n — 1, 
on a : 

(3.6) ip^'^ = 0. 

On verra que pour n strictement plus grand que 2, il apparait des termes de cour- 
bures de (M, g) et de {N, h) des le terme ip^^^ (on pourra consulter les exemples 
explicites de la cinquieme partie). 

Nous allons faire maintenant notre identification entre notre section U et notre 
application (f. Pour cela, on prend p un point de M, I'application exponentielle 
en (p{p) determine un isomorphisme entre une petite boule Bip(^p-j de N centree en 
(p{p) et un ouvert de T^^p^N . On pose Ep := sup({a | V/3 < a, ip(p,P) £ -Bip(p)}) 
et U{p,r) := (exp^/p-|)~^((^(p, r)) , pour r < Sp. On a facilement que U{p,0) = 
(exp^(p-))~^((/?(p)) — 0. Comme la derivee de (p par rapport a r est nuUe sur le 
bord, il en est de meme pour la derivee de U par rapport a r. On montre ainsi 
par recurrence, que les derivees impaires d'ordre inferieur h n de U s'annulent sur 
le bord. Ainsi les termes impairs du developpement asymptotique de U sont nuls 
jusqu'a I'ordre n et les termes pairs sont donnes jusqu'a I'ordre n — 2 par les derivees 
de if par rapport a r en r = 0, qui sont eux-memes entierement determines par 
les conditions initiales et des derives de (exp / j)"^ en qui sont elles-memes des 
expressions universelles de R et de ses derivees. En resume, le developpement 
asymptotique de f7 en r = est deja de la forme suivante : 

[/ = t/2 r' + • ■ • + Un-2 r""' + • • • . 

Supposons que le terme suivant du developpement asymptotique soit le terme C/„ r" , 
alors (/9^"'' existe et p.4p implique que 

r tr^'' n' n 

(3.7) [(v^^^)"-2(js-r^- _^a,^)]^^^ = 0. 

Cette equation n'a aucune chance d'etre vraie en general, c'est pourquoi on introduit 
notre terme en r" logr. Le developpement asymptotique en r = de la derivee de 
(f est ainsi la forme : 

drif = (p^^^ r + ^ (^(4) r^ + ... +nH3{ip) r""! logr + Qr""! + . . . , 

ou i^^^\ 'f^'^\ . . . , H3{tp) et Q designent le transport parallele le long de r — > (^(r, •) 
de 93*^^^ , lys'^' , . ■ . , H3{(p) et Q. On obtient dans ce cas la 

r2(V^ ~5^^) - r (n - 1) drip ^nH3{ip) r" + 0{r''+^ logr), 

ce qui montre qu'avec p.3p . I'equation 5^+T(p ~ 0(r"+^logr) est equivalente a 
I'egalite suivante : 

(3.8) H^{v) = ^ \{% ^r-'{5^^T^ - ^ 9.^)1 , 

n! L '-'rf 2 J T'=o 
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ce qui determine H^{ip) par les conditions initiales. Notre equation de recurrence ne 
nous permet pas d'expliciter le terme C/„, il est formellement indetermine et I'unicite 
de notre solution est done bien verifiee modulo 0{r"^). L 'existence se montre en 
remarquant que I'application {p, r) — > exp^^/p-j (t/2 r^ + • ■ • + C/„_2 r" + H^ r" log r) 
verifie par construction le systeme du theoreme l3.1l 

Par un raisonnement classique sur les developpements asymptotiques de ce type, 
on montre que H^ est un terme covariant conforme (voir |13)). Pour le calcul de la 
partie principale de H^ voir la preuve de theoreme l4.1l 



3.1.2. Quand M est de dimension impaire. Supposons maintenant que n est impair, 
on a encore : 

(3.9) 83^TCp = r'{83-TCp ^ 9,^ - V^^^a,^) + r(n - 1) 9,^. 

On montre comme avant, que les derivees impaires de (p par rapport a r d'ordre 
inferieur a n — 1 s'annulent sur le bord. Par contre, pour des raisons de parite, le 
terme de droite de I'egalite ci-dessus ne contient pas de terme en r" et il n'y a done 
pas de terme en r" log r dans le developpement asymptotique de U contrairement 
au cas precedent. Le terme en r" est indetermine comme precedemment. 

On vient de montrer que si (p est une application C"~^ de X dans N et qui 
est asymptotiquement harmonique de {X,g^) dans {N,h), alors ce qu'on pourrait 
appeler son developpement asymptotique (en fait celui de U) est determine jusqu'au 
terme r"~^ par les metriques g et h, et la valeur de if sur le bord. 

3.2. Exemples. 

Proposition 3.7. Soient {M"',g) une variete d'Einstein de dimension paire et 
{N, h) une variete riemannienne, alors les applications harmoniques de (M, g) dans 
{N, h) sont C -harmoniques. 

Demonstration. Supposons que g verifie Ric = 4A(n — 1) g, alors d'apres la formule 
(12. 4p . la metrique de Poincare de g s'ecrit g+ — r^^(^dr^ + (1 — \r-^)^g). Soit ip une 
application harmonique de {M,g) dans {N,h), on obtient alors avec I'egalite p.4p 
pour A; = 1 : 



(2) ^1 



ST(p 2 \nr 



= 0. 

=0 



.(1-Ar2)2 1-Ar2. 
Par recurrence, on montre ainsi que les derivees paires de (f sont nuUes en r = ct 
done que if 9 (^) =0. D 

Remarque 3.8. Comme I'application identite d'une variete riemannienne est har- 
monique, on vient done de montrer que si la variete est Einstein, alors elle est 
C-harmonique. On montrera qu'il existe des hypotheses plus faibles qu'etre Ein- 
stein pour que I'identite soit harmonique (voir le corollaire 15 .41 pour la dimension 4 
et le theoreme 15.61 pour la dimension 6). 

3.3. Obstruction au remplissage harmonique. Pour les varietes AH, on ob- 
tient comme corollaire du theoreme 13. II : 

Corollaire 3.9. Soient (X"+^, 9+) une variete AH de dimension impaire, d'infini 
conforme [M, [g\ ) et {N, h) une variete riemannienne, alors les applications qui 
sont de classe C" de X dans N et harmonique de (X, g+) dans {N, h), verifient le 
fait que leurs restrictions a M est C~harmonique de {M, [g]) dans {N,h). 
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Demonstration. Soit (f une application C" de X dans N et harmonique de {X,g+) 
dans {N,h), alors I'application [/ := (exp^^^p^J"-^ o if admet, d'apres le theoreme 
13.11 le developpement asymptotique en r = suivant : 

(3.10) U^U2r^ + --- + Un-2 r"~^ + H^ r" log r + 0(r"), 

or (p est C" sur X, done H^ = et (f\M est bien C-harmonique. D 

4. L'energie renormalisee 

4.1. Quand M est de dimension paire. Solent ip une application de (M, g) dans 
{N, h) et (p la solution donnee par le tlicorcnie 13.11 (les termes indetermines de if 
n'auront aucune incidence dans la suite), on note 

Eg+{'f,p) -^^ t; iT'fill.hdvolg 



Eg^ ((^, p) - E2-n p'"" + ■ ■■ + E^2p-'' + F log- + 0(1), 



^ JMx[p-e] 

l'energie de (p dans le ruban M x [p; e] par rapport a g+ et /i, qui depend done de 
I'identification au bord via la metrique g. En renormalisant cette energie, on obtient 
le theoreme suivant : 

Theoreme 4.1. Le developpement asymptotique de E{(p,p) en p = est de la 
forme suivante : 

1 

P 

oil les points designent des termes en puissances paires de p de2 — n a, —2 qui sont 
entierement determines par if et des termes de courbures de g et de h. 

Le terme F ne depend que de ip et de [g] et de h, on peut ainsi definir une 
fonctionnelle invariante conforme £g{^) '■— —{nan)^^ F{ip,g). Plus precisement, 
elle verifie £-g{^p) ~ £g{'f) pour tout g dans [g] et elle s'ecrit 

(4.1) £g{ip) ^\j {{S^dr'^-H^T^, S^Tip)^ dvolg + ..., 

oil les points de suspension designent des integrates sur M de termes en derivees 
de ip d'ordre inferieur. 

De plus, le gradient de notre fonctionnelle Eg associe a g est egale a — H^ , 
c'est-d-dire que quelque soit (p G V{ipfTN), on a 

d^£g{p) = — / {p,H^)hdvolg. 

Le developpement asymptotique de l'energie possede la meme structure que celui 
du volume d'une variete AH calcule par Graham dans [13^, ce qui donne ainsi des 
resultat de meme nature. Notre terme logarithmique F (qui est notre fonctionnelle 
£) et le terme logarithmique L dans I'etude du volume sont ainsi des invariants 
conformes. De plus, Graham et Hirachi montrent dans |15| . que la variation infi- 
nitesimale de L ne depend que du terme logarithmique h du developpement de la 
metrique gr, jouant ainsi le meme role que H par rapport a notre fonctionnelle. 

Remarque 4.2. Graham et Hirachi out enonce ce theoreme en terme de Q- 
courbure et de tenseur d'obstruction. En effet, a un facteur multiplicatif, I'integrale 
de la Q-courbure est egale a L (voir Graham et Zworski dans [T^) et le tenseur 
d'obstruction est egale a h. On pourra egalement consulter les travaux de Pierre 
Albin ( 1 ) sur le sujet. 
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Demonstration. On commence par montrer que I'energie admet un developpement 
asymptotique de ce type, remarquons deja que : 

Eg+ (</?, P) = 9 / — ;;i3i — dr dvolg^ . 

^ JMx[p;e] ^ 

D'apres les theoremes l2.1l ct l3.11 las derivees impaires d'ordre inferieur a n de g^ et 
de (p s'annule pour r = 0, ainsi on a le developpement asymptotique suivant : 

\Tf'\lr2+gJvolg^ = (eo + 62 r^ + • • • + e„_2 r"-^ + (9(r» log^)) dvolg, 
ce qui donne le resultat annonce et la formule suivante : 

77 — 1 f 

(4-2) SM = ^-7- / d'r'iiml^+g^ dvolg^]r=o- 

En effet, on a pour le terme de gauche : 

1 1 /■ 

^giv) = F = -;^ / e„_2 dvolg, 

na-n ■in an J M 

et pour le terme sous I'integrale a droite : 

dr^[\T^\lr2+gJvolg;\^^^ = (n - 2)1 en-2 dvolg. 

La fonctionnelle £g : ip —)■ F est bien definie, car F depend seulement des {n — 2) pre- 
miers termes des developpements asymptotiques de gr et de ip, qui sont determines 
par les conditions initiales. L'invariance conforme de notre fonctionnelle est un 
resultat classique de I'etude de ce type de developpement asymptotiques (voir [13] ) 
et d'apres la formule (|3.4p on a (/J^'^-' = — ^5^ S^ dip'-'^~^^ + ■ • • , oii les • • • representent 
des termes en derivees de (p d'ordre inferieurs. D'apres la formule (I4.2p . on a faci- 
lement par recurrence : 

^s(¥') = ^/ {dp^''-'\Tip) dvolg + ... 



^"V1"''V {d5H^'''-'\T^)gdvolg + . 
zn'.an Jm 



{{SSd)''/^-^SSTip, S^Tpj) dvolg + .... 

M ^ 

On va montrer que le gradient de notre fonctionnelle £g est un terme de bord dans 
une integration par parties. Soit {p>t)te[o.i] une famille a 1-parametre d'applications 
C°° de M dans N verifiant le systeme suivant : 

ipo =ip 

alors d'apres le theoreme l3.1[ pour tout t dans [0, 1], il existe une application ipt de 
M X [0, e] dans N qui verifie : 

'Pt\r=o = ft 

S3+Tipt =0(r"+Mogr). 

On munit Mx [0, e] x [0, 1] de la metrique 7 = g++dt'^ et on pose <P{p, r, t) := ipt{p, r) 
qui est une application de M x [0, e] x [0, 1] dans N. Son application tangente T<1> est 
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done une section du fibre n{M x [0, e]) (^ <P*TN, sur lequel on definit la connexion 
VT'''. Comme \Tipt\l^f^ = \T'l'\'^-,,h ~ \9t<l'\l et V-'T^ est symetrique, on obtient 



JMx[p,e] ^ <■ 

JMx[p,s] ^ 

JMxln.e] ^' 



I Mx[p,e] 

ce qui donne pour t = : 

L Jt=0 JMx[p,e] ^ 

Apres une integration par parties, on obtient que la difFerentielle de £ est egale au 
ternie en logp de I'expression suivante multiplie par {nan)~^ '■ 

[ {[dmh^o, S^+T^)^dvolg^- f p-"+'{[dm]t^o,dp^)^dvolg^. 

JMx[p,e] JM 

Comme S^+T^p = 0{r'^+^ logr), [dmV^o = 0(1) et dvolg^ = 0(r-"-i), il n'y a pas 
de logp dans la premiere integrale, le terme recherche est done eelui en p"~^ logp 
de dpip^ qui est exactement nH^. Ainsi, on a bien 

d^£g{<f) ^ — / {ip,H3)hdvolg. 

O-n J M 

D 

Remarque 4.3. On pent trouver dans la litterature (voir [7], [20] et les references 
eitees) une autre generalisation des applications harmoniques qui est non~eonforme. 
Ce sont les applications biharmoniques, qui sont definies comme etant les points 
critiques de la bienergie : 

El{f)--^\j \5^T^\ldvolg. 

Quand (Af , g) est conformement plate, les applications C-harmoniques sont bihar- 
moniques pour le bon changement conforme de metrique. 

4.2. Quand M est de dimension impaire. Soit (X"+^,f/+) une varietc AHE, 
on reprend les notations du theoreme 12.11 Notons Iri I'espace des applications C°° 
de X dans N qui verifient la condition d'harmonicite asymptotique du theoreme 
I3.2[ on va renormaliser I'energie par rapport a .g+ et /i, de ces applications sur la 
variete compacte a bord Xp := {r > p}, quand p est un reel dans ]0,e[ qui tend 
vers 0. On obtient alors le theoreme suivant : 

Theoreme 4.4. Soit cp £ Ti, alors le developpement asymptotique de E{ip,p) en 
p — est de la forme suivante : 

Eg^ ((^, p) = E2-n p'"" + --- + E^ip-^ + C + o(l), 

oil les points designent des termes en puissances impaires de p de 2 — n a —1 qui 
sont entierement determines par ip et des termes de courbures de g et de h. 
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Le terme constant C est un invariant conforme, c'est~a~dire que C{^,(p) = 
C{g,(p) pour toutg dans [g]. De plus, sa variation infinitesimale dans Ti ne depend 
que du terme indetermine Un du developpement asymptotique de U dans le theoreme 
3.S[ et elle est donnee par la formule suivante : 



d^C{Z) = -n (Zo, Un)h dvolg, 

J M 

oil Z E V[lp*TN) est une deformation infinitesimale de (p dans Ti et Zq est la 
restriction de Z au bord. 

Remarque 4.5. Pour dcfinir notrc invariant conforme quand n etait pair, on 
avait seulement bcsoin d'une partie du devefoppement limite de g^ et de ip, qui 
dependaient exclusivement de termes de courbure de g et de la valeur de (p sur 
M , ainsi on avait une fonctionnelle parfaitement definie sur les applications de M 
dans N. Maintenant si n est impair, on a besoin de toute la metrique gr et de 
toute I'application (p pour avoir notre invariant conforme, ce qui fait apparaitre 
des termes qui sont independants du bord rcndant impossible la construction d'une 
fonctionnelle analogue a celle du theoreme 14. II 

L'analogie entre I'etude du developpement asymptotique de I'energie et celui du 
volume, decrite dans le paragraphe precedent se poursuit dans le cas impair. Notre 
terme C joue maintenant le role du volume renormalise V (le terme constant dans 
le developpement asymptotique du volume), ces termes sont independants du choix 
du representant dans I'infini conforme de g^. De plus, Anderson, pour n = 3 (voir 
[2]) et Albin dans le cas general (voir [1 ), out montre que la variation infinitesimale 
de V ne depend que du terme indetermine g*-"^ du developpement de la metrique 
gr, jouant ainsi le meme role que C/„ par rapport a C, completant notre parallele. 

Demonstration. Remarquons deja que : 

Eg+ {'P, p) = Eg^ {p, e) + - \T(p\l^j^dvolg_^^ 

^ JMx[p-e] 

et qu'avec les theoremes l2.1l et l3.2[ on obtient : 

\T'P>\l^,hdvolg^ = r^'''\T(p\l^2+g^^t,dvolg^, dr 

= (e(o) '"^~" + 6(2) J'^"" H h e(„_i) + e(„) r + . . . ) dvolg dr, 

ainsi Eg^ admet bien le developpement asymptotique annonce. La preuve de Tin- 
variance conforme du terme constant est un resultat classique (voir |13|). 

Soient {'P>t)telo,i] une famille a 1-parametre de T-L et Z := [(9f(^f] , on obtient, 
en procedant comme avant, que la differentielle de i^ en <^ dans la direction Z est 
egale au terme constant de I'cxprcssion suivante : 



{Z,5s+Tg>)hdvolg^- / p-''+' {Z,dpP>)hdvolg^. 

Xp J M 

Comme Z = 0(1), 59+T(p = 0{r''+'^) et dvolg^ = 0(r-"-i), il n'y a pas de 
terme constant dans la premiere integrale. D'apres les theoremes 13.21 et 12.11 la 
deformation Z admet un developpement pair jusqu'au rang n, le terme dp(p admet 
un developpement impair jusqu'au rang n — 2 et dvolg^ admet un developpement 
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pair jusqu'au rang n. Ainsi le terme recherche provient done du terme en p"""^ de 
dpif, qui est exactement n Un ce qui donne bien : 

d^C{Z) = -n / (Zq, Un)h dvolg, 

JM 

D 

4.3. Exemple. La proposition suivante nous donne la valeur de notre fonctionnehe 
£ pour des appHcations harmoniques d'une variete (M, g) d'Einstein de dimension 
paire dans une variete riemannienne {N, h) quelconque. 

Proposition 4.6. Soient (M^^g) une variete d'Einstein de dimension paire avec 
Ric^ = 4A(n — l)g, {N,h) une variete riemannienne et ip une application harmo- 
nique de {M,g) dans {N,h), alors notre fonctionnelle en ^ est egale a : 

JM 

Dans le cas particulier de I'identite de (M,g), on obtient ainsi : 

£g{idM) = 2'^-^X^'^-^{n ~ 2)\nvolg{M), 
oil volg{M) designe le volume de M par rapport a g. 
Demonstration. D'apres les egahtes (|4.2p et p.4|) . on a 

f.(^) = fr^ / \dr'{\ml^+g^ dVOlg^) 
TJ — 1 C 



2n\an JM 

comme cp est harmonique, on sait avec p.7p . que les derivees de ip par rapport a r 
s'annulent quand r = 0, ainsi 

((n/2-l)!) 
ce qui donne bien pour la fonctionnelle en (p : 

£g{ip) = 2"-3A"/2-i(n - 2)! / \Tip\l^ dvolg. 

JM 

D 

5. Etude en basses dimensions. 
5.1. La dimension 4. 

5.1.1. Ecriture explicite. En dimension 4, on pent expliciter facilement la fonction- 
nelle du theoreme 14.1 l et I'equation de ses points critiques, c'est I'objet du theoreme 
suivant : 

Theoreme 5.1. Soient (Af'*,^) et {N,h) deux varietes riemanniennes, la fonc- 
tionnelle invariante conforme du theoreme \4-l\ s 'ecrit alors : 

£^ 

IM 



iv) ^\j [\STip\l + ^ Seal \Tip\l^ - 2 (Ric ®h){T^, Tip)) dvol, 
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OIL 6 designe la divergence sur le fibre Q.{M) x ip*TN. L'equation de ses points 
critiques est : 

SdSTip + 5(| Seal -2 Ric)T(p - S{STip) = 0, 

oil Ric, Seal et dvol se rapportent a g et S est I'endomorphisme de ip*TN defini de 
la maniere suivante : 

j=l 

o?i (ei, . . . , 64) est une base orthonormee de TM par rapport a g etJi est le tenseur 
de courbure de (N, h) . 



Remarque 5.2. Quand on travaille avee des fonetions, l'equation des points eri- 
tiques de £^ est tout simplement Tequation du noyau de I'operateur de Paneitz 
P4 : 

P4 = A2 + ,5(^Seal-2Rie)d, 

oil A designe le laplacien de g. 

5.1.2. Rigidite. 

Proposition 5.3. Soient {M^,g) une variete d'Einstein de courbure scalaire posi- 
tive ou nulle et (N, h) une variete riemannienne de courbure sectionnelle negative 
on nulle, on se donne une application ip qui est C-harmonique de (M, [g]) dans 
(TV, h), alors 

(1) V application ip est totalement geodesique, 

(2) si la courbure scalaire de {M,g) est strictement positive, alors I'application 
if est constante, 

(3) si la courbure sectionnelle de (TV, h) est strictement negative, alors I 'appli- 
cation p est constante ou a une geodesique comme image. 

Demonstration. On va d'abord montrer que sous les hypotheses de la proposition, 
la notion de C-harmonicite se confond avee celle d'harmonicite. On salt deja que 
rharmonicite implique la C-harmonicite d'apres le corollaire l3.7l Soit p une appli- 
cation C-harnionique de (Af, [g]) dans {N,h), la metrique g etant d'Einstein, on 
a : 

SdSTp + - Sca\6Tp> - S(STp>) = 0. 
6 

En prenant le produit scalaire de I'egalite precedente contre 5Tp par rapport 

k g et h, on obtient avee une integration par parties et en se souvenant que 

{SiSTp),6Tp)h<0 : 

I {\d5Tp\lj^+'^Scdl\5Tp\l\dvol<Q. 

Si la courbure scalaire de g est strictement positive, alors p est harmonique de (M, g) 
dans {N,h). Maintenant si la courbure scalaire de g est nulle, alors dSTp = et 
dans ces conditions, le produit scalaire de dSTp contre Tp par rapport a {g, h) 
donne avee une integration par parties : 

0= / {dSTp,Tp)gjidvol — / \STp\^dvol. 
J M Jm 
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Ainsi (/9 est encore harmonique de {M,g) dans {N, h). II sufSt alors d'appliquer un 
resultat de rigidite sur les applications harmoniques due a Eells et Sampson dans 
[5] pour conclure. D 

D'apres le theoreme 13.71 on sait que I'identite sur une variete d'Einstein de 
dimension paire est C-harmonique, I'objet du corollaire ci-dessous est de donner 
une condition plus faible sur les varietes de dimension 4 pour que I'identite reste 
C-harmonique. 

Corollaire 5.4. Soit {M^,g) une variete riemannienne, I'application identite de 
M est C-harmonique de (M, [g]) dans {M,g) si et seulement si la courbure scalaire 
de a est constante. 



Demonstration. D'apres le theoreme 15.11 I'identite est C-harmonique si et seule- 
ment si |i5 Seal —26 Ric = 0, ce qui est equivalent a ce que la courbure scalaire soit 



constante. 



D 



5.1.3. Demonstration du theoreme \5.1\ Solent (Af "*, g) une variete conforme et .g+ = 
r^'^{dr'^ + gr) sa metrique dc Poincare, d'apres (12. 7p . gr s'ecrit dans un voisinage 
du bord : 



(5.1) 



gr 



. 1 

■12 



■ Seal ( 



Ric )r2 + 0(r'' log r). 



On se donne ip une application C°° de M dans N et (p I'application du theoreme 
311 d'apres dlH), ^^ et dSH), on a (^(i) = 0, (/j^^) ^ -\5Tip, (^(3) ^ q et en 
notant g" = [9r5r]r=0i on obtient pour le terme H^(ip) : 



H^iv) 



{VknS^^Tp- 



trS'-.g; 



drV>) 



Le premier terme se calcule avec (j7.2[) . 



r=0 
2/ 



{VQ^nS^^Tp)] -{trg")p^^A 



]^6d5Tp+]^S{6Tp). 



et les deuxieme et troisieme termes s'obtiennent avec (|7.4p et (|5.ip 



'-'rH^ J r=0 

Oil 5 et la trace sont pris par rapport a g. On obtient ainsi : 



-5{ScaXTip) + 5{mcTip). 
o 



1 / 2 

— (SdSTip - S{dTip) + d{- Seal -2 Ric)r^ 



D'apres (14. 2p . notre fonctionnelle Eg est egale a 
1 



^«(^) 



di 



16 a4 j]^i 

{d'r[\Tp\ 



I'^'f'l dr^+g^,h 



dvol 



gr 



M 



^|2 



r=0 

Seal 



6 



iTplgMjdvol 
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et on conclut en regardant le premier terme sous I'integrale avec ()5.1|) : 



dl 



1^^!^.^+,., J _ = 2 ( [(Vi^)^T^] _„, T^) - |T^|^,,, + 2 1^(2) p. 



Ric{Tip,Tip) 



{d5T^, T^). + - \5T^\l - - Seal \T^\lf, 



5.2. La dimension 6. 

5.2.1. Ecriture explicite. Obtenir des ecritures explicites de la condition de C- 
harmonicite devient rapidemcnt tres complique quand la dimension de M aug- 
mente, mis a part le cas des fonctions d'une variete d'Einstein traite dans le corol- 
laire 13. 6[ les calculs deviennent rapidement pharaoniques. Toutefois en supposant 
que la variete de depart M soit de dimension 6 et que la variete d'arrivee N soit 
symetrique, on a le resultat suivant : 

Theoreme 5.5. Solent {M,g) une variete d'Einstein de dimension 6 avec Ric^ = 
20 A 5 et (N, h) une variete riemannienne symetrique, on se donne une application 
if qui est C°° de M dans N. Alors ip est C-harmonique de (M, [g]) dans {N,h) si 
et seulement si 

6 

(5.2) {6d - S +16 A )(M - S +24 A) 6X^-2^, ^STcp, Tcp{e,) (^T^{e,)^^^^ = 0" 

2—1 

ou V^ est la connexion de h sur ip*TN , 6 et d se rapportent a g, et S est defini de 
maniere analogue a la dimension 4 ; 

(5.3) S(X)^^R^^y^(^^)r^(e.), 

i—l 

oil (ei, . . . , eg) est une base orthonormee de {M,g) et R'^ est le tenseur de courhure 
de iN,h). 

De plus, notre fonctionnelle invariante conforme s'ecrit : 

^'M = \ I {\d5Tv\lh - {^{5T^),5T^)h + 40 A \5T^\l + 384 A^ \T^\l^) dvol. 
^ Jm 

Toutefois, quand la variete (M, g) est seulement riemannienne, on pent encore 
calculer la condition de C-harmonicite et la valeur de notre fonctionnelle pour 
I'identite de (M, \g\) dans {M,g), c'est I'objet du theoreme suivant : 

Theoreme 5.6. Soit {M,g) une variete de dimension 6, alors I'identite est une 
application C-harmonique de {M, [g]) dans {M,g) si et seulement si : 

(A + — Scalg - - Ric) d Seal -- tr(Vj|ic ^^^) + 20SB+- d{\ Ric 1^) = 0, 

oil Seal, Ric et B designent respectivement la courbure scalaire, le tenseur de Ricci 
et le tenseur de Bach de g. 

De plus, notre fonctionnelle en I 'identite est egale a : 

E^(id) = — I Scal^ dvoL. 
^ 25 Jm 
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5.2.2. Demonstration du theoreme 15.51 Avec les egalites p.Sp . p.4|) et ()7.2p . on 
obtient (^(2) ^ _ 1 J2^^ gt (^(4) = | (Jd - S +8 A) JT(p, ce qui donne avec dSH) : 

(5.4) 144 H^i^) = [{^l^)'ST^] ^^„ + 12 A (5d - S +12 A) ST^. 

Soit (ei, . . . , eg) une base orthonormee de (M,g), on obtient les deux egalites sui- 
vantcs en intcrvertissant les derivees par rapport a i et r : 

Interessons nous au premier terme de (|5.4p : 

(Vi^)^^r^ = -V^^(,^)(V^^^)^(T^(eO) 

-(^i^)'(Rl^,T^(e.)(^i^^^(^^)); 

-vi^(Ra.^,r^(e.)((^l^)'^^(^')); 

-Rl^,T^(e.)((^9.^)'^^(^^))' 

comme {N, h) est symetrique et que les derivees premiere et troisieme de (f par 
rapport a r s'annulent sur le bord, on a avec I'identite de Bianchi : 

K^)H..o = ^''''^^''' - 12^>),r^(e0(^T^(e.)^^'^)- 
D'apres I'expression de (p'^^^ et (p'^'^\ on obtient bien : 

qui est la condition de C-harmonicite enoncee. 

Nous allons calculer maintenant la fonctionnelle invariante conforme. La variete 
{M,g) satisfait la condition d'Einstein, alors on a 5^ = (1 — Xr^Yg et avec la 
formule (|4.2p et les notations du theoreme 13. 11 on obtient 



£'M = ^^ / a,4((l-Ar2)^|T^li.H.,,,,) 



dvol„. 

r=0 



3 jm 
D'apres les expressions de 93'^^-' et ip''^\ on a : 

[dl{\T^\l^,)\^^^^^\{d5Tv,Tv)g.u, 

[a,*(|T^|2j]^^^ = ^(d(M-S+8A)<5r^,T^),,,-^(S(JT^),JT^);,+ ^|dJr(p|2,, 

ce qui donne pour le terme sous I'integrale : 

= -(d{5d - S +8A) ST^, T^)gj, - l{S{6T^),6T^)h 
4 o 

+ ^ \dST^\l„ + 2AX{dST^, T^)gM + 144A2 \T^\l^ 
- - {{Sd - S +8X)STip, 5TLp)h - 9\\5Tlp\1. 
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On conclut en integrant par partie. 

5.2.3. Demonstration du theoreme 15.61 Posons (p :— IdM, alors ip^"^' — d'apres 
(021), V?^"^ = 4 rfScal d'apres ([33) ct ^^, ct avec ([3^, on obticnt : 



20 

144 iJ: 



(Va^)^^T^ 



(Va^)''^^'-^'/' 



2(tr5")¥' 



'M,^(4) 



Le premier terme s'exprime facilement en termes de courbures de (M, g) : 



(5.5) 
Conime a"" 



= — (A-Ric)dScal. 
-=o 20 



§3"° 5" 



3 5, le deuxieme terme s'ecrit avec (|7.4I) 



(V9,<^)''5^'-T^ 



= |%"°5") + 3^i?+§rf(trg"og"), 

r=0 2 4 



or g" — — i Ric +-^ Scalg et (5(RicoRic) = — i dScalo Ric — tr(Vp;„ Ric), ainsi 



9 



i^dr^r^'^-T^ , = -(t?^ Scalg + - Ric)((iScal) - - tr(VRic Ric) 



r=0 



80 



(5.6) 



3^S+— dlRicp. 
16 



Finalement, avec (|5.5p et (|5.6p . on obtient : 

144 i/ = — (A + — Seal 5 - - Ric) d Seal -- tr(Vj^ic ^^i^) +3SB+—d{\ Ric p), 

ce qui donne I'equation de C-harmonicite annoncee. 
D'apres I'egalite ()4.2p . on obtient en dimension 6 : 



6/'„•^^ — 



S^Jid) 



M 



[dr{\mlr^+,.,,dvol,^)]r=0- 



Comme les derivees premieres et troisiemes de gr et ip par rapport a r s'annulent 
pour 7- = 0, on obtient pour le terme sous I'integrale : 

[a4(|T^|2^,_^^^^^)]^^^dz;o?, + 6 [a2(|r^|2^^^)52(dt;o?,J]^^„ + 6 [9,4(dz;o/gj]^^g. 

Le dernier terme est egale a (3 try"" — 9trg"o g" + |(tr g")^) duoZg et comme 
trg"" = I tTg"og", on a bien S^iid) = ^ J^^^ Scal^ dvolg. 



6. UN EXEMPLE D'APPLICATION C-HARMONIQUE NON-TRIVIAL 

6.1. Situation. Nous avons defini une nouvelle famille d'applications entre deux 
varietes riemanniennes, la question qui se pose ici est de comparer cette nouvelle 
notion d'harmonicite avec celle, deja preexistante en dimension superieure. 

Nous avons deja vu, avec la proposition 13.71 que si la variete de depart est une 
variete d'Einstein de dimension paire, alors les applications harmoniques sont C- 
harmoniques. D' autre part, il existe aussi des applications harmoniques qui ne sont 
pas C-harmoniques, il sufRt de prendre I'identite d'une variete riemannienne de 
dimension 4 munie d'une metrique a courbure scalaire non-constante (voir le corol- 
laire l5.4| ). Comme rharmonicite n'est pas une notion qui est covariante conforme en 
dimension plus grande que 2, contrairement a la C-harmonicite, il existe beaucoup 
d'applications C-harmoniques, qui ne soient pas harmoniques. 
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La question naturelle qui se pose, est done I'existence d'une application C- 
harmonique, qui ne soit pas simplement non-harmonique pour une metrique parti- 
culiere, mais qui ne soit pas harmonique pour toute la classe conforme consideree 
pour la C-harmonicite. 

6.2. Enonce. Notre strategie est de partir d'une variete (M, h) de dimension 4 a 
courbure scalaire constante strictement negative, on a vu que dans ce cas la, I'iden- 
tite est une application harmonique et C-harmonique (corollaire I5.4p . On suppose 
que h est proche d'une metrique d'Einstein, on va montrer que fixer la metrique 
h dans la variete d'arrivee et deformer judicieusement la metrique de la variete de 
depart, permet de construire une application proche de I'identite qui conserve la 
C-harmonicite, mais qui n'est plus harmonique, pour n'importe quel changement 
conforme petit ou grand de metrique, par rapport a la variete de depart. 

On note TW'^'" I'espace des metriques riemanniennes C**^'" de M, A'''" I'espace 
des applications C'^-" de M dans M et F'"''" I'espace des sections C*^'" de (p*TM, 
ce sont des espaces de Banach. 

On pent maintenant enoncer notre resultat d'existence d'une application C- 
harmonique non-triviale : 

Theoreme 6.1. Soit {M,ge) une variete d'Einstein de dimension 4 a courbure 
scalaire strictement negative, alors il existe e > tel que, pour toute metrique lisse 
h verifiant \\h — ge\\k+4,a < e> H existe (p une application C°° de M dans M et g 
une metrique C°° , telles que : 

(1) ll.9-.9e||fe+4,a < e, 

(2) Lp est C-harmonique de {M, [g]) dans {M,h), 

(3) quelque soit uj dans (7'^+*'", ip n'est pas harmonique de [M^e^^g) dans 
{M,h). 

La demonstration du theoreme se fait en quatre etapes. 

(1) On prouve grace au theoreme des fonctions implicites, que pour n'importe 
quelle metrique g suffisamment proche de h, il existe une unique application 
p{g) qui soit a la fois proche de I'identite et C-harmonique de (M, [g]) dans 
{M,h) flemme lOj) . 

(2) Grace encore au theoreme des fonctions implicites, on montre que pour 
n'importe quelle metrique g suffisamment proche de /i, il existe un unique 
changement conforme uj[g) qui soit a la fois petit et qui soit solution d'une 
equation plus faible que I'harmonicite de tf{g) de (M, e^'^g) dans (M, h) 
flemme lO]) . 

(3) On construit une telle metrique g de fagon a ce que I'application Lp{g) ne 
soit pas harmonique de (Af, e^'^ g) dans (M, ft,), pour de petits changements 
conforme lj. 

(4) On montre finalement avec le lemme 16.41 que cette application p{g) n'est 
pas non plus harmonique de [M^e^^g) dans {M,h), pour de grands chan- 
gements conforme uj. 

6.3. Demonstration du theoreme 16.11 
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6.3.1. Deformation de Vequation de conforme-harmonicite. Nous allons montrer 
comment obtenir des applications C-harmoniques qui sont proches de I'identite, 
quand on se place suffisamment pres d'une metrique d'Einstein a courbure scalaire 
negative. 

Soient g et h deux metriques dans J^'^+^-" et ip dans A^'^^'", on note : 

P^(V?, g, h) := SdSTip + 5{\ ScaF -2Ric3)T(^ - ^''{5Tip), 

ainsi P''((y9,5, h) — Q est la condition de C-harmonicite de (p entre {M, [g]) et (M, h) 
et P s'interprete comme une generalisation de I'operateur de Paneitz aux applica- 
tions de {M,g) dans {N,h). 

On veut construire des applications C-harmoniques proches de I'identite en lai- 
sant varier la metrique g. Le lemme suivant nous donne I'existence d'un operateur 
qui permet d'associer a chaque metrique g proche d'une metrique h particuliere, 
I'unique application qui va etre a la fois proche de I'identite et C-harmonique. Pour 
alleger les notations, on notera ip cet operateur. 

Lemme 6.2. On se donne ge une metrique d'Einstein a courbure scalaire stricte- 
ment negative, alors le probleme implicite 

P\^{g),g,h)^0 

admet une unique solution locale. 

II existe un voisinage Ve de g^ dans ^'^+3>"^ un voisinage Vid de idM dans 
j^k+A,a ^ y^ operateur ip> continue qui de Ve dans Vid qui depend continument de h, 
et tel que pour tout {tp^g^h) G Vid x V^ , on aV {ip{g),g,h) = si et seulement si 

Demonstration. L'opcratcur P* est continue de A^^^'°'{M) x (7W''+'^'"(Af)) dans 
r'^'"(M) et s'annule en {id,ge,ge)- On obtient avec (17.51) pour sa diffcrentielle par 
rapport aux applications au point {id,ge,ge) dans la direction ip : 

(6.1) —{ip) = {Sd l^)i^d —)f, 



oh Scal"^ est la courbure scalaire de ge. Comme celle-ci elle strictement negative 

OP" 

dip 



alors ^1— est inversible et on applique le theoreme des fonctions implicites. D 



6.3.2. Controle local du changement conforme. Nous allons montrer qu'on controle 
le seul changement conforme local, qui puisse rendre harmonique notre application 
C-harmonique precedemment construite. 

Soient ip une application _4 *'"'"■*'" et a; une fonction (7^+3'"^ on designe par 
P {uj,ip,g,h) le laplacien de ip de (M, e^"^) dans {AI,h), on obtient facilement 
avec I'egalite de Bianchi : 

P^{p,g, h) ^{6d+^ ScaF - S'') P^(0, p, g, h) + i(dScaF, Tp) + 2{mc\VTp). 

Pour controler localement le changement conforme, on utilise encore une fois le 
theoreme des fonctions implicites, mais si on I'applique directement a P , la cour- 
bure de M va etre incompatible avec les hypotheses du lemme 16.21 On ajoute alors 
un terme correctif QkV'^ qui va nous permettre d'utiliser le theoreme des fonctions 
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implicites avec les bonnes conditions de courbures. Soit 5 = e^'^ff, on pose : 



Qi'^,V,9,h) :=P {ip,g,h) -{S'^d-S )P {uj,ip,g,h) 



= - ScaP P^{uj, LP, g, h) + -{d ScaF, Tip)g + 2(Ric», VST(p)g, 



ainsi Q est un operateur de degre 3 en uj, d'ordre 2 en tp, d'ordre 3 en g et d'ordre 
1 en h. Le fait qu'une application ip soit harmonique de {M,'g) dans {M,h) et 
C-harmonique de (M, [g]) dans (M, /i) est done equivalent au systeme suivant : 

Q{u},ip,g,h) =0, 
P^{u},ip,g,h) =0. 

Soit g et h deux metriques dans Vg, on va s'interesser aux changements conformes 
Lu qui verifient la sous-condition d'harmonicite suivante : 

(6.2) SP\uj,cp{g),g,h)^0, 

oil d designe la divergence par rapport a g. Le lemme suivant nous donne I'existence 
d'un operateur qui permet d'associer pour chaque metrique g proclie de h, I'unique 
changement conforme a une constante pres, qui va etre a la fois proclie de et 
solution de (|6.2p . On peut remarquer que Ton aurait pu travailler avec la condition 
5Q{uj,ip{g), g,h) — 0, qui est aussi naturelle et qui donne les memes resultats. On 
note UJ cet operateur, qui controle done localement le changement conforme, dans 
le sens 011 si I'application (p{g) est harmonique pour un petit changement conforme 
de g, alors necessairement ce changement conforme sera egale a uj{g). 

Lemme 6.3. On se donne ge une metrique d'Einstein a courbure scalaire stricte- 
ment negative, alors le probleme implicite 

6P\Ljig),ip{g),g,h)^0 

admet une unique solution locale. 

II existe un voisinage V^ C Ve de g^ dans Ai''^'^'" , un voisinage Vq de la fonc- 
tion nulle dans (7'^+*'"^ un operateur w continue de VJ dans Vq qui depend conti- 
nument de h, et tel que pour tout (Tt^g^h) E Vq x (VJ)^ avec J^j ^ — 0, on a 
(5P (Jl, Lp{g), g, h) — si et seulement si fl — uj{g). 

Demonstration. Comme S P (uj+cste, (p, g,h) — est equivalent a SP^ (lij,(p, g,h) = 
0, le controle de uj se fait a une constante pres, qu'on fixe en imposant que I'integrale 
du changement conforme soit nulle sur M par rapport a g. Au point (0, id,ge,ge), 
I'operateur 6 P s'annule et sa differentielle par rapport aux changements conformes 
qui sont d'integrale nulle sur M par rapport a ge est inversible. En effet, on obtient 
dans la direction w et au point (0, id, ge, ge) '■ 

— — a; =-2AeW. 
ou) 

On conclut en appliquant le theoreme des fonctions implicites. D 

Le seul changement conforme local qui puisse rendre notre application ip{g) har- 
monique est maintenant controle par notre application w. 
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6.3.3. Construction de notre contre-exemple. Nous savons maintenant controler le 
seul changement conforme local qui pourrait rendre harmonique notre application 
C-harmonique precedemment construite en deformant la metrique de depart. On 
va montrer ici que les equations sont trop rigides, c'est-a-dire qu'il existe an moins 
une deformation pour laquelle I'application et le changement conforme qui lui sont 
associes ne verifient pas la condition d'harmonicite. 

Soit Q I'operateur defini de A4'^+* dans r*''+^'" de la fagon suivante, 

(6.3) Q{g):^Qiujig),cpig),g,h), 

oil g est une metrique de VJ, on se donne g dans S^TAI et igt)t&[o,i] une famillc de 
metriques dc W verifiant le systeme suivant : 

go = h 

nous allons montrer que si Ton choisit bien g, il existe s dans [0, 1] tel que la 
metrique gs n'annule pas Q. Pour cela, on va calculer la differentielle exterieure de 
la variation infinitesimale de Q dans la direction g au point (0, id, h, h) et montrer 
que celle-ci est non-nuUe. Commengons par calculer la variation infinitesimale de 
Q au point (0, id, h, h), on obtient dans la direction Co : 

do 

--^(w) = 2dAu;-4Ricdw, 

OLO 

dans la direction avec les formules (|7.2|) et (|7.1|) : 

_^((p) = I Scal((5d - Ric) ^ + 2 (Ric, \/dip + R^^^ .), 

et dans la direction g avec les formules (|7.4p . ()7.3p et [3 1.174.e)] : 

^{g)^-\sc&\{2 5g + divg)+^-{d^{irg) + d55g-d{mc,g))-{mc,2 5*g-Wg), 

on les termes Seal, Ric, 6, A ainsi que les traces et les produits scalaires sont donnes 
par rapport a h, et 5* designe I'adjoint de la divergence 5. Ce qui donne pour la 
variation infinitesimale de Q au point h dans la direction g : 

ThQig) ^2dATuj{g) ~ \VacdTu:{g) + \ Scal((5d - S) r^(g) 

+ 2(Ric,VrfT<^(.g)+Rr<^(^)^ .)-iscal(2<55 + dtrg) 
+ i (dA(tr 5) + diig - d(Ric,g)) - (Ric, 2^5 - V<?), 

comme Tw et T^p sont respectivement d'ordre et —1 en ^, alors TQ est done 
d'ordre 3 en g. On calcule sa differentielle exterieure, qu'on note dTQ{g), pour 
supprimer les termes d'ordre 2 et 3, il ne restera que les termes d'ordre 1 (qui 
seront des termes d'ordre 2 dans la differentielle exterieure) : 

(6.4) dTQ{g) — A{g) + B{g) + C{g) + des termes d'ordre inferieurs, 
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avec 

A{g) = - 4:d{Ric dTuj{g)) , 

B{g) - d(Ric, 2VdT^[g) -2S*g + V<?), 

C{g) = ^ Scald{6dTip{g) - 6g). 

On va prouver que dTQ n'est pas trivialement nul en montrant que son symbole 
n'est pas nul dans une certaine direction. Pour cela, on calcule le symbole de Tip 
et de Tuj, on obtient au point {id, h, h) avec les formules (|7.5p et (I7.6P : 



et ensuite au point (0, id, h, h) : 

1, . giX,X) , 
<JT^{X) = -g(trg \X^>- 

On remarque que les symboles de A et _B sont d'ordre 2 si la metrique h n'est pas 
Einstein et que celui de C est d'ordre inferieur, plus precisement on a : 



2., . 9iX,X) 

- tr q ; — - 

3^ ^ \X\ 

2Ric(X,X) 

m 



a^(X) = ^(tr.g-^i^)XARic(X), 



aeiX) = ,; ' ' X A giX) - 2 X A <7(Ric(X)). 



Conime la metrique h ne satisfait pas la condition d'Einstein, il existe Y , Z dans 
TM et a un nombre reel tels que \Y\l ^ I, Ric(r) = aV + Z ct h(Y, Z) = 0. Soit 
g une deformation qui verifie tig = 0, g(Y) = y et g{Z) — Z, alors le symbole de 
dTQ est non nul, puisque 

<^ciTQiy) = '^a{Y) + aniY) = -^YAZ. 

Cela implique que TQ n'est pas nul dans la direction g, or Q{go) = Q{h) = 0, 
done il existe gs telle que Q(gs) ne soit pas nul, ce qui prouve que ip{gs) n'est pas 
harmonique pour aucun petit changement conforme a gs- 

6.3.4. Le changement conforme est local. Supposons que (f{g) est harmonique de 
(M, e^^ g) dans (M, h), alors on va montrer que si g est suflisamment proche de h, 
alors on peut supposer que / est petit. 

Lemme 6.4. Quelque soit X > 0, il existe un reel /i strictement positif qui verifie 
la propriete suivante ; quelque soit la metrique g verifiant \\g — h\\k+4,a < M; cilors 
s 'il existe une fonction f de classe 0^+^-°^ qui satisfait 

^\v{g),e^fg,h)^Q, 

alors il existe une fonction ut de classe (7'^+^'" qui satisfait 
P^iip{g),e^^g,h) = et \\u;\\k+4,c. < X- 
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Demonstration. Soit A > et / une fonction (7'=+4:a^ pg^i- continuite il existe /x > 
tel que pour toute metrique g verifiant \\g — /i||fc+4,a < /i, alors 

k+3,a - \\{df,Tip{g))g\\k+3,a < 



2 {diam{M) + l) 



V\^{g),gM\k+3^o.< 



diam{M) + 1' 



Si / verifie la condition du lemme alors P {(p{g),g, h) — 2 {df, Tip{g))g, et on obtient 
avec ce qui precede : 

Fixons xq un point de M et posons uj := f — /{xq), d'apres les inegalites des 
accroissements finis, on a : 

||a;||oo < diam{M) \\duj\\k+3,a- 

D'autre part, ||a;||fe_|_4^c, = ||w||oo + ||rf^|U+3,a, ainsi on obtient 

||w||fc+4,a < {l + diam{M)) \\duj\\k+3^a, 

ce qui clot la preuve, vu que df — doj et que P {(p{g), e'^'^g, h) = 0. D 

6.3.5. Conclusion. On reprend les notations du lemme 15751 On a un voisinage V^ 
de ge dans 7\/{ '=+'*'" et un voisinage Vb de la fonction nulle dans C'''^^'" . II existe 
alors deux nombres reels A et R, strictement positifs, et tels que la boule B\ dans 
(jk+4.,a jg centre la fonction nulle et de rayon A et la boule Bfi dans A^''+'*'" de 
centre g,, et de rayon R verifient ui{B}i) C B\ C Vq. Soit e < i? un nombre reel 
strictement positif et h une metrique fixee de V^, non Einstein, de courbure scalaire 
constante egale a celle de ge et vrifiant 

s 

\\h-ge\\k+4,a < 2" 

On se donne une metrique g qui verifie \\g — /i||fe+4,a < niin(/z, e/2), oii ^ est 
defini par le lemme 16.41 et on suppose qu'il existe un changement conforme / tel 
que I'application (p{g) est harmonique de (Af , e^-* g) dans {N,h). La metrique g 
verifie 

lis - 5e|U+4,Q < \\g - h\\k+'i,a + \\h - ge\\k+4,a < £ 

et comme \\g — /i||fe+4,a < A^, alors le changement conforme uj du lemme [6741 est dans 
B\. De plus la metrique g est dans Bpi, alors uj — uj{g) a une constante pres d'apres 
le lemme [6731 On vient done de montrer que pour de telles metriques g, le probleme 
global se resume au probleme local. 

7. FORMULES DE VARIATIONS AU PREMIER ORDRE 

Dans la suite on utilisera la convention suivante ; on va indicer par h les termes 
qui se referent a /i et ne rien mettre pour ceux qui se referent a g. 
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Proposition 7.1. Avec les notations precedentes, on obtient pour les deformations 
infinitesimales par rapport aux applications au point (0, (/?, g, h) : 

(7-1) ^(^) = v# + R^,T^r^ 

(7.2) ^(^)^(5d_s'')(^), 

et par rapport a la metrique de depart au point (0, </3,5, h) : 

dVTw 1 

(7.3) -^{g)^-{T^,5*g--Vg) 

(7.4) ^{g)^~S{g{T^))~l{dti:g,T^), 
oil 5*g est defini de la maniere suivante : 

6*g{X, Y, Z) := i [V xfii^, Z) + Vy <?(X, Z)) . 

Demonstration. On note (</'t)te[o,i] une famille a l-parametre d'applications de M 
dans TV, verifiant le systeme suivant : 

ipQ = LP 

On munit M x [0, 1] de la metrique 7 = 5 + dt^ et on pose ^ I'application de 
M X [0, 1] dans N definie par <P{p,t) = ipt{p),'^{p,t) e M x [0, 1]. On note V^''* la 
connexion de Levi-Civita du fibre Vt{M) (g) <P*TN et on se donne deux vecteurs X 
et Y de TM, alors : 

- ^T^,{x) ((^af ^^*) ^) + ^a,^,, r^.(x) ^^*(^) - '''dm (^^*(^x^)) 
= ^r^,(x)((^y'^^*)^0+Ra.^„T^.(x)^^*(^)-n.^.(^^*(^x^))' 

ce qui donne bien les deux premieres egalites. Les deux dernieres se montrent au 
moyen de la formule [5, 1.1 74. a)]. D 

Proposition 7.2. Avec les notations precedentes, n — A et en supposant que la 
courbure scalaire de h est constante, on obtient au point (id, h, h) : 

dP^ 2 

(7.5) -T^iip) =((5d + - Seal - Ric) {Sd - Ric) ip + 2 (Ric, Vd^f + R^^ j^^ Tip) 

dV^ 2 11 

——(<?) ^-{5d+- Seal- Ric)((5g + - dtrg) + - (d Atr <? + d55g) 
ag 3 2 3 

(7.6) - i o!(Ric, 5) - (Ric, 2 5*g~ V.g) . 
Demonstration. Avec I'identite de Bianchi, on obtient 

P\v,g, h) ^{5d+'^ Seal- S'') P'(0,v5,g, h) + i(dScal,rv5)<, + 2(Ric, VT<^)g, 

on montre alors facilement la premiere egalite avec (|7.2II et (|7.ip . et la deuxieme 
avec dZll), ([3 1.174.e)]) et ^. D 
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